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  פונקציות אלמנטריות

  
 זהות אוילר:

   cos sinie i     לכל ממשי   

1ieממשי מתקיים  שימו לב כי לכל   .  

  

 אקספוננט מרוכב

zלכל  x iy   הבאנגדיר את האקפוננט המרוכב באופן  

   cos sin

z x iy

z x x

e e e

e e y ie y



 
  

  הבדלים חשובים בין האקספוננט המרוכב לאקספוננט הממשי

1ie) אקספוננט מרוכב יכול להיות מספר ממשי שלילי, למשל 1     

xe:) בעוד 2    חח"ע, האקספוננט המרוכב:ze   לא חח"ע.  

  

 ינוס מרוכבס

zלכל  x iy  נגדיר את הסינוס המרוכב באופן הבא  

 sin
2

iz ize e
z

i


  

  שימו לב להבדל מאוד חשוב בין הסינוס המרוכב לסינוס הממשי:

בעוד   sin x  חסומה,  הפונקציה sin z לא חסומה.  

  

 וכבקוסינוס מר

zלכל  x iy  נגדיר את הקוסינוס המרוכב באופן הבא  

 cos
2

iz ize e
z


  

  הממשי: לקוסינוסשימו לב להבדל מאוד חשוב בין הקוסינוס המרוכב 

בעוד   cos x  חסומה,  הפונקציה cos z לא חסומה.  
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  ערכית-רגומנט הרבפונקציית הא

0zלכל    נסמן ב arg z  כל הזוויות המתאימות ל  קבוצתאתz  

למשל,                                             arg 1 0, 2 , 2 , 4 , 4 ,...       

 

  

  ערכית-פונקציית הלוג הרב

0zלכל    נסמן ב log z  הבאה הקבוצהאת  

   log ln argz z i z    

 למשל,               

                                        

     

2

log ln 1 arg

         0 arg

         2 |
2

         2 |
2

i

i i i

i e

i k k

i k k



 

 

  

 
    

 

     
 

      
  





  

  הערה:

, גם e כל הלוגריתמים אצלנו בקורס יהיו בבסיס log z הוא בבסיס e.  

נהוג לסמן  ln  כאשר הכוונה לפונקציית הלוגריתם הממשית  

 -ו  log z .כאשר הכוונה לפונקציית הלוגריתם המרוכבת  

  

  ערכית-פונקציית החזקה הרב

0zלכל    ו-w  נסמן בwz  הבאה הקבוצהאת  

 logw zwz e  

כאשר כאן  log z .זו פונקציית הלוגריתם הרב ערכית  
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  הענף הראשי של הארגומנט

0zלכל    נסמן ב Arg z  המתאימה בתחום  הזוויתאת ,    

          למשל,     Arg 1 0  

הפונקציה  Arg z הראשי של פונקציית הארגומנט. ףנקראת הענ  

אופן הבא כאשר הציר האנכי הוא בנוכל לשרטט אותה  Arg z: 

 

  

  הערה:

  על גבי החצי השלילי של הציר הממשי,אינה רציפה זו ראות כי פונקציה ניתן ל

 -כלומר ב    ,0 | 0z x x     
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  הגדרה -ענף אנליטי של הלוג 

 f z  תקרא ענף אנליטי של הלוג בתחוםD יימים שני התנאים:אם ורק אם מתק  

א) הפונקציה  f z   אנליטית בתחוםD  

ב) מתקיים  f ze z   לכלz D  

  

  

  הענף הראשי של הלוג

0zלכל   נגדיר את הפונקציה  

   Log ln Argz z i z    

                     למשל,                     Log 1 ln 1 Arg 1 0i     

הפונקציה  Log z .נקראת הענף הראשי של הלוג  

  הערות:

  (גדולה). L) אנו מסמנים פונקציה זו עם 1

  פרט לחצי השלילי של הציר וכב המר) הענף הראשי של הלוג אנליטי בכל המישור 2

הממשי (כולל אפס), כלומר בתחום      \ ,0D   

  הענף הראשי של הלוג אינו אנליטי.נדגיש כי על הציר הממשי השלילי (ובאפס)    
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nענף אנליטי של  z  - הגדרה  

 f z  תקרא ענף אנליטי שלn z   בתחוםD :אם ורק אם מתקיימים שני התנאים  

א) הפונקציה  f z   אנליטית בתחוםD  

ב) מתקיים  nf z z   לכלz D  

  

  הענף הראשי של פונקציית השורש

0zלכל   הפונקציה נגדיר את  

 1

2
Log z

z e  

  )2הפונקציה הזאת נקראת הענף הראשי של פונקציית השורש (מסדר 

והיא אנליטית בתחום  \ ,0D    

  על הציר הממשי השלילי (ובאפס).היא אינה אנליטית נדגיש כי 
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  אקספוננט מרוכב

  ותשאל

1zeפתרו את המשוואה )1  . 

1ixeממשי מתקיים  xהוכיחו כי לכל  )2  

א) הראו כי אם  )3 Im 0z   1אזize  

1izeב) הראו כי    אם ורק אם Re 0z  

1zeפתרו את המשוואה )4 . 
zeפתרו את המשוואה )5 i. 
1zeפתרו את המשוואה )6 i . 
 בחדו"א למדנו כי  )7  xf x e חח"ע. האם  zf z e ?גם חח"ע 

 
  

  סופיות ותתשוב

1(  2 1z i n    כאשרn שלם 

 הוכחה )2
 הוכחהא) הוכחה    ב)  )3
4( 2z ik  כאשרk שלם 

5( 
1

2
2

z i k    
 

 שלם kכאשר  

6(  1 1
ln 2 2

2 4
z i k     

 
 שלם kכאשר  

 לא. )7
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  סינוס מרוכב

  ותשאל

פתרו את המשוואה  )1 sin 2z . 

 הוכיחו כי )2         sin sin cosh cos sinhz x y i x y . 

פתרו את המשוואה  )3 sin 5z . 

 
  

  סופיות ותתשוב

1(  2 ln 2 3
2nz n i
    ,  כאשרn .מספר שלם 

  הוכחה )2

 

3(  2 ln 5 2 6
2kz k i
    ,  כאשרk .מספר שלם  
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  קוסינוס מרוכב

 שאלות

הוכיחו כי  )1           cos cos iy cos cosh y sin sinh yz x x i x   .  

 
פתרו את המשוואה  )2 cos 2z . 

 בחדו"א למדנו כי  )3 cos 1x  לכלx האם . cos 1z   לכלz? 

פתרו את המשוואה  )4  3
cos 0

4
z i  . 

מתקיים z הוכיחו כי לכל  )5 cos
2

y ye e
z

 
  כאשר Imy z 

פתרו את המשוואה  )6 tan
3

i
z . 

 
  

  תשובות סופיות

 הוכחה. )1

2(  2 ln 2 3nz n i    כאשרn .מספר שלם 

 לא. )3

4(  1 1
2 ln 2

2kz k i


    
 

 מספר שלם. kכאשר  

 הוכחה )5

6(  1
ln 2

2kz k i   כאשרk .מספר שלם 
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  העתקות אלמנטריות

  שאלות

 נתונה )1  1f z z   ו -   | 1U z z  ,  

 מצאו את f U  תמונת התחום)U  תחת ההעתקה f z(  

  

 נתונה )2  5f z z  ו -   | 1U z z  ,  

 מצאו את f U  תמונת התחום)U  תחת ההעתקה f z(  

  

 נתונה )3  3f z z  ו -   | Arg
4

U z z
    

 
,  

 מצאו את f U  תמונת התחום)U  תחת ההעתקה f z(  

  

התחום מהי תמונת  )4  | 0 ImA z z      

 תחת ההעתקה  zf z e?  

  

מהי תמונת התחום  )5  | 0 Im 2A z z      

 תחת ההעתקה  zf z e?  

  

מהי תמונת התחום  )6   | Re 0,0 Im
2

A z z z
        

 
  

 תחת ההעתקה  zf z e?  
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  ופיותתשובות ס

1(   |  1 1w w   

2(   |  5w w  

3(   3
 |  Arg

4
w w

   
 

 

4(    |  Im 0w w   

 
5(  \ 0, 

6(      |  Re 0 ,  Im 0 ,  1w w w w     
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  ערכיות ושורשים-לוגריתם מרוכב, פונקציות רב

  שאלות

א) חשבו את  )1 Arg 1 i  

ב) חשבו את 
3

2Arg 2
i
e

 
 
 

  

 

א) חשבו את  )2 Log 1 i  

ב) חשבו את 
3

2Log 2
i
e

 
 
 

 

  

 iמצאו את כול הערכים האפשריים של   )3

  

 iiמצאו את כול הערכים האפשריים של   )4

  

ל הערכים האפשריים של  מצאו את כו )5
1

9 502
i


 

 

  חשבו את הערך )6 5
2 2

i
i  ענפים שונים לבחירתכם. 3עבור 

  כמה תשובות אפשריות יש לערך זה?

  

  מצאו את תמונת התחום )7 1 2| ,iA z re R r R          

תחת ההעתקה  Log z ג)(הענף הראשי של הלו      1 20 R R   

  

  תחום בו הפונקציהמצאו  )8
z a

Log
z b

 
  

a, אנליטית כאשר  b שונים 

   הערה: תרגיל זה רלוונטי למי שלמד העתקות מוביוס
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  הראו כי )9 Re zza a  עבור a ובי, בתחום ממשי חי \ ,0 

כאשר פונקציית החזקה מוגדרת ע"י הענף הראשי של הלוג, כלומר  z Log aza e   

  

 אינה רציפה ב   z  הראו ישירות כי ההעתקה )10

2אופן הבא: ב zאם מגדירים את 
i

z re


  עבור 0, 2  

 

מצאו את כול הערכים האפשריים של   )11  log log 1 

 

 נניח כי )12 log z  זה ענף רציף של הלוגריתם בתחום 

  \  |  0 ,  sinz x iy x y x    

ונניח כי בענף זה מתקיים        log 1 0:חשבו את הערכים הבאים .  

      5 3
log 1 , log , log , log , log

2 2
i i

         
   

  

 

 נגדיר )13   log ln arga z z i z    כאשר 2 arg z     

א) חשבו את הערכים  1log 1 , log 1  ו-  2log 1  

 מצאו את התמונה של) ב \ ,0  תחת ההעתקה log z 

 מצאו את התמונה של) ג \ 0,  תחת ההעתקה 0log z 

 

,...,1 יהיו )14 nz z מספרים מרוכבים כך ש  Re 0kz   1לכל k n  

וגם  1 2Re ... 0kz z z     1לכל k n  

הוכיחו כי      1 2 1... ...n nLog z z z Log z Log z       

 כאשר Log z זה הענף הראשי של הלוג  
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 יהי )15 \ ,0U   0 ויהיy   1לכל k n  

חשבו את הגבול    
0

lim
y

Log a iy Log a iy


     0 בורעa    0 -וa   

 כאשר Log z זה הענף הראשי של הלוג  

  

   ב z הוכיחו כי לא קיים ענף אנליטי של )16

 ראו כי לא קיימת פונקציה אנליטיתכלומר ה h z ב     

 כך ש  2h z z  לכלz  

  

n הוכיחו כי לא קיים ענף אנליטי של )17 z 1 בz    2לכלn  

 

 נניח כי )18   ,f z g z  שני ענפים אנליטיים של הלוג בקבוצה פתוחה וקשירה U  

שלם כך ש  k הוכיחו כי קיים קבוע    2f z g z ik   לכלz U 

 

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

  



  

  

  
    
    
 

  
  www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל  

  .   Guy86222@gmail.com ©גיא רוטמן  –כתב ופתר   
  

  תשובות סופיות

א)  )1 Arg 1
4

i


            ב (
3

2Arg 2
2

i
e

  
  

 
 

א)  )2   Log 1 ln 2
4

i i


             ב ( 
3

2Log 2 ln 2
2

i
e i

  
  

 
 

3( 
5

4 4,
i i
e e

  
 
 

 

4( 
4 1

2 |
k

e k
 

 
 

 
 

5( 
 ln 2 21 2

50 99 502 |
kk i

e e k
  

   
 

   
  

 

’ והם  ייםיש אינסוף ערכים אפשר )6  5 2 5ln 84 |
k i

e e k
    
 

   
  

 

תמונת התחום היא המלבן  )7    1 2| ln ln ,w u iv R u R v        

8(  \ ,a b  כאשר ,a b  זה הקו הישר ביןa  ו- b 

 הוכחה )9
 הוכחה )10

11(    ln 2 2 | 0, ln 2 2 | 1,
2 2

k i m k m k i m k m
                               
      

 

 

12( 

 

 

 

log 1

3
log

2

log   
2

5 5
log ln

2 2

3 5
log ln 2    

2 2

i

i i

i i

i
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א)     )13

 
 
 

0

2

log 1 0

log 1 2

log 1 0

i











            

  תמונת התחום היא הרצועה) ב     | Imw w      

  תמונת התחום היא הרצועה) ג     | 0 Im 2w w    
 

 הוכחה )14
 

15(    
0

0         0
lim

2      0y

a
Log a iy Log a iy

i a


       

 

 
       הוכחה )16
 הוכחה )17
      הוכחה )18

 
 
  
  


